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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ І ПРОГРАМНЕ ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ  
ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ ВАНТАЖОПІДЙОМНИХ 
КРАНІВ З ЧАСТОТНИМ КЕРУВАННЯМ ПРИВОДІВ ПЕРЕСУВАННЯ 

 
 

У статті описано математичні моделі мостового крана з частотним керу-
ванням електропривода пересування, які базуються на тримасовій та чотирима-
совій розрахункових схемах. Представлено розроблене програмне забезпечення для 
реалізації вказаних математичних моделей. Воно дозволяє за допомогою чисельно-
го методу Рунге-Кутта інтегрувати диференційні рівняння, що описують рух ба-
гатомасових динамічних моделей крана, та на кожному кроці заданого інтервалу 
часу розраховувати переміщення, швидкості і прискорення всіх приведених мас, 
динамічні зусилля, які діють у приводі і металоконструкції крана, та на вантаж. 
При цьому визначаються максимальні значення вказаних зусиль на кожному етапі 
перехідного процесу і час їх виникнення. Результати розрахунків виводяться на 
екран у вигляді таблиці та графіків перехідних процесів мостового крана (в тому 
числі – з частотним керуванням). 

За допомогою розробленої комп’ютерної програми та теорії планування експе-
рименту виконано аналіз зміни кінематичних і динамічних параметрів при галь-
муванні мостового крана вантажопідйомністю 20/5 т з частотним керуванням 
приводу пересування. Побудовано поліноміальні залежності динамічних зусиль на 
металоконструкцію крана та вантаж, а також часу гальмування крана від пара-
метрів частотного керування. Наведено зручні для практичного застосування 
графіки рівних відгуків динамічних навантажень, що діють на металоконструк-
цію крана та вантаж при гальмуванні частотно-керованого мостового крана. 

Ключові слова: мостовий кран, математична модель, перехідні процеси, частотне 
керування, динамічні навантаження. 

В статье описаны математические модели мостового крана с частотным 
управлением электропривода передвижения, основанные на трехмассовой и че-
тырехмассовой расчетных схемах. Представлено разработанное программное 
обеспечение для реализации указанных математических моделей. Оно позволяет с 
помощью численного метода Рунге-Кутта интегрировать дифференциальные  
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уравнения, описывающие движение многомассовых динамических моделей крана, 
и на каждом шагу заданного интервала времени рассчитывать перемещения, ско-
рости и ускорения всех приведенных масс, динамические нагрузки, которые дей-
ствуют в приводе и металлоконструкции крана, а также на груз. При этом опре-
деляются максимальные значения указанных нагрузок на каждом этапе переход-
ного процесса и время их возникновения. Результаты расчетов выводятся на 
экран в виде таблицы и графиков переходных процессов мостового крана (в том 
числе – с частотным управлением). 

С помощью разработанной компьютерной программы и теории планирования 
эксперимента выполнен анализ изменения кинематических и динамических пара-
метров при торможении мостового крана грузоподъемностью 20/5 т с частот-
ным управлением привода передвижения. Построены полиномиальные зависимо-
сти динамических нагрузок на металлоконструкцию крана и груз, а также време-
ни торможения крана от параметров частотного управления. Приведены удоб-
ные для практического применения графики равных откликов динамических 
нагрузок, действующих на металлоконструкцию крана и груз при торможении 
частотно-управляемого мостового крана. 

Ключевые слова: мостовой кран, математическая модель, переходные процессы, 
частотное управление, динамические нагрузки. 

 
Постановка проблеми. Основним обладнанням для виконання вантажно-

розвантажувальних робіт в ремонтних депо та відкритих складах залізничних станцій 
є крани мостового типу. Вони працюють переважно в пуско-гальмівних режимах, які 
супроводжуються великими динамічними зусиллями, що діють на елементи приводів, 
металоконструкцію крана та вантаж. Зниження вказаних динамічних навантажень є 
актуальним завданням, що дозволить підвищити довговічність механізмів та метало-
конструкцій кранів, понизити ремонтні витрати та зменшити час на перевантажувальні 
операції завдяки усуненню розгойдування вантажів. 

Наразі все більше вантажопідйомних кранів випускаються з частотно-керованими 
електроприводами, що мають безперечні переваги в порівнянні з традиційним релей-
но-контакторним управлінням: великий діапазон регулювання частоти обертання ро-
тора (в тому числі – вище номінальної); плавність регулювання швидкості виконавчих 
механізмів; жорсткі механічні характеристики; значно менші втрати електроенергії; 
можливість використання дешевих і надійних короткозамкнених двигунів замість дви-
гунів з фазним ротором [3, 9–12 та ін.]. Тому є актуальними дослідження перехідних 
процесів частотно-керованих кранів з метою пошуку шляхів поліпшення їх техніко-
експлуатаційних характеристик на стадії проектування або модернізації. В першу чер-
гу це стосується процесів гальмування кранів, що здійснюються за допомогою частот-
но-керованих приводів пересування. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. У розрахунках механізмів пересування 
кранів на міцність згідно з нормативною методикою [1] необхідно враховувати: сили 
тяжіння вантажу, крана та візка; вітрові навантаження робочого та неробочого стану; 
динамічні навантаження мас вантажу, крана та візка, що рухаються поступально; ди-
намічні моменти обертових мас механізму; технологічні навантаження. При цьому для 
розрахунку динамічних навантажень, що діють на елементи крана та вантаж застосо-
вують багатомасові моделі вантажопідйомних машин [2-8 та ін.]. Однак, для реалізації 
цих моделей використовують або програми загального призначення (MathCAD, 
Mathematica) [2, 3], які вимагають від користувача навичок програмування, або ство-
рені дослідниками програми не дозволяють досконало досліджувати перехідні режими 
частотно-керованих кранів (в тому числі процесів гальмування) [5]. Таким чином, є 
нагальна потреба в розробці програмного забезпечення, що дозволяє проводити всебі-
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чні дослідження кінематичних і динамічних параметрів кранів з частотно-керованими 
електроприводами пересування. 

Мета статті: а) презентація розробленої програми, що реалізує математичну мо-
дель мостового крана з частотним керуванням, призначеної для розрахунку динаміч-
них навантажень та інших параметрів перехідних процесів частотно-керованих мосто-
вих кранів у пуско-гальмівних режимах; б) проаналізувати процеси гальмування мос-
тового крана з частотно-керованим електроприводом пересування за допомогою роз-
робленого програмного забезпечення. 

Викладення основного матеріалу дослідження. 
1. Математичні моделі. Для дослідження динаміки пересування мостового крана 

використані три- та чотиримасова розрахункові схеми (див. рис. 1), які застосовували-
ся в роботах багатьох вчених [2–5 та ін.]. 

 
 

а б 
 

Рис. 1. Розрахункові схеми мостового крана: 
а – тримасова; б – чотиримасова 

 
 
Рух динамічних моделей крана, наведених на рис. 1,а та 1,б, описується системами 

диференційних рівнянь (1) та (2), відповідно: 
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На рис. 1 та в рівняннях (1), (2) прийняті позначення: mп – приведена до ходових 

коліс маса обертових частин приводу, кг; m’к –  частка маси моста, яка приведена до 
переміщення кінцевих балок, кг; mк – приведена до ходових коліс маса обертових час-
тин приводу (від ротора двигуна до ходового колеса включно) і частка маси моста, що 
приведена до переміщення кінцевих балок, кг; mм – приведена до середини прольоту 
маса середніх частин моста і порожнього візка, кг; mг – маса вантажу, кг; сп – приведе-
ний до ходових коліс коефіцієнт жорсткості приводу механізму пересування, Н/м; см – 
коефіцієнт жорсткості металоконструкції крана в горизонтальній площині, Н/м; ск – 
горизонтальна складова натягу вантажних канатів, Н/м; kп – коефіцієнт згасання коли-
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вань (демпфірування) приводу, Нc/м; kм – коефіцієнт згасання коливань (демпфіру-
вання) металоконструкції крана в горизонтальній площині, Нc/м; хп, хк, х’к, хм, хг – 
шляхи, що проходять, відповідно, маси mп, mк, m’к, mм, mг від початку координат, м; 
Рчаст – приведена до ободу приводних ходових коліс рушійна або гальмівна сила при-
воду при частотному управлінні, Н; Рw – сила статичного опору пересуванню крана, Н. 

Зведена до ходових коліс мостового крана сила приводу визначається за виразом 
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де M  – момент двигуна, Н·м; мu  – передатне число привода; r  – радіус ходового ко-

леса, м; 1  – коефіцієнт корисної дії механізму пересування крана (у руховому ре-

жимі знак «+», у гальмівних – знак «-»); s и кs - поточне і критичне ковзання двигуна; 

кM  – критичний момент двигуна, Н·м, при частотному управлінні 
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а – коефіцієнт, що визначається за формулою 
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1U  – поточне значення фазної напруги, В; н0  – синхронна швидкість двигуна при 

номінальній частоті 50f н1   Гц, рад/с; 21н.к 'xxx   – індуктивний фазний опір ко-

роткого замикання при номінальній частоті 50f н1   Гц ( 1x  и 2'x  – відповідно, індук-
тивний фазний опір обмоток статора і ротора, приведений до обмотки статора), Ом; 

н11*1 fff   – відносна частота струму статора ( 1f  и н1f  – поточне і номінальне зна-

чення частоти струму статора, відповідно, Гц);  1R  и 2'R  – активний фазний опір об-

моток статора і ротора, приведений до обмотки статора, Ом; кн1к1 xR и 

н11 xR    – відносні величини ( нx  – індуктивний опір контуру намагнічування 

при номінальній частоті 50f н1   Гц, Ом). 
Для забезпечення сталості перевантажувальної здатності двигуна, значення фазної 

напруги слід підтримувати відповідно до закону: 
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де н1U  – номінальне значення фазної напруги, В; сM  – момент статичного опору на 

валу двигуна, Н·м; нM  – номінальний момент на валу двигуна, Н·м. 
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В формулах (4), (5) і (7) знак плюс перед радикалами відноситься до рухового ре-
жиму, мінус – до генераторного. 

При задаванні сили приводу крана за формулою (3) з урахуванням (4)-(7) забезпе-
чується сталість перевантажувальної здатності двигуна незалежно від характеру нава-
нтаження. Механічні характеристики асинхронного двигуна механізму пересування 
мостового крана при частотному управлінні показані на рис. 2. 

 

 
 

Рис. 2. Механічні характеристики асинхронного двигуна  
при частотному керуванні 

 
2. Програмне забезпечення. Для реалізації описаної вище математичної моделі  

розроблено програму для дослідження перехідних режимів (пускових і гальмівних) 
при роботі механізмів пересування частотно-керованих мостових кранів, представле-
них у вигляді багатомасових розрахункових схем. Мова розробки – об’єктно-
орієнтоване середовище C # (C Sharp). 

Блок-схема укрупненого алгоритму роботи програми наведена на рис. 3. В резуль-
таті роботи програми на екран виводяться до п’яти вікон містять графіки (в функції 
часу), що характеризують зміна: переміщень, швидкостей і прискорень приведених 
мас; зусиль, що виникають в пружних ланках (приводі механізму, металоконструкції і 
вантажних канатах). Крім того, у вікні програми міститься інформаційна панель, яка 
відображає максимальні значення зазначених величин і час їх виникнення для кожно-
го з етапів перехідного процесу. 

 

 

Рис. 3. Укрупнена блок-схема програми 

При запуску програми на екран виводиться вікно, що містить головне меню про-
грами. Вид головного меню наведено на рис. 4. 
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Рис. 4. Головне меню програми 
 
Головне меню містить всі необхідні інструменти для формування користувачем за-

питу і отримання результатів розрахунку у вигляді таблиці або графіків. Так, користу-
вач спочатку вибирає вид динамічної моделі (три- або чотиримасова), а також режим 
роботи крана (розгін або гальмування). Далі в розділі «Вихідні дані» користувач може 
ввести вихідні дані і початкові умови для розрахунку. Розділ «Вихідні дані» розділе-
ний на кілька функціональних зон. Призначення останніх полягає в наступному: за-
вдання даних про модель крана; завдання каталожних і обмотувальних даних двигуна; 
завдання зовнішніх сил; завдання параметрів частотного розгону / гальмування; за-
вдання початкових умов досліджуваного перехідного процесу. 

Після натискання кнопки «Пуск» проводиться розрахунок. На кожному кроці зада-
ного інтервалу часу виконується розрахунок переміщень, швидкостей і прискорень 
всіх наведених мас, розрахунок зусиль діючих в приводі, на металоконструкцію крана 
і на вантажні канати. Визначаються максимальні значення зазначених діючих зусиль 
на кожному етапі перехідного процесу і час їх виникнення. 

Результати виводяться на екран в розділі «Розрахунок». Даний розділ представле-
ний кнопками «Опції», «Таблиця» і «Графік» (рис. 5–7). 

У підрозділі «Опції» (рис. 5) користувач може вибрати з результатів розрахунку ті 
графіки і величини, які слід вивести на екран (здійснюється шляхом установки прапорця 
у відповідному пункті), вибрати товщину ліній графіків, завантажити новий файл з ви-
хідними даними. У разі встановлення прапорця на опції «Гальмування після розгону» 
програма запам’ятає кінцеві параметри розгону і використовує їх в якості початкових 
для гальмування. Натискання кнопки «За замовчуванням» повертає вихідні дані з файла. 

У розділі «Таблиця» (рис. 6) виводяться результати розрахунку на кожному кроці 
інтегрування у вигляді таблиці з усіма параметрами перехідного процесу. 

Розділ «Графік» (рис. 7) представлено п’ятьма графіками в функції часу, що харак-
теризують зміна переміщень мас, їх швидкостей і прискорень, зусиль виникають в 
пружних ланках (приводі механізму, в елементах металоконструкції і вантажних кана-
тах). Крім перерахованих графіків, у вікні з результатами, виводиться інформаційна 
панель, яка містить основні відомості про крані (вантажопідйомність, проліт, швид-
кість відповідного механізму), інформація про те, яка обрана розрахункова схема, який  
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де y


 – оцінка параметра, що апроксимується; ijiii0 b,b,b,b  – коефіцієнти регре-

сії; k – число факторів. 
Оскільки число факторів 3k  , то загальне число коефіцієнтів математичної моде-

лі (8) дорівнює 
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Для проведення регресійного аналізу необхідно вибрати план проведення експеримен-

ту. Оскільки експеримент і регресійний аналіз проводяться на ЕОМ, то складність оброб-
ки результатів експерименту та число дослідів плану не є головним критерієм при виборі 
плану. Скористаємося планом, побудованим на основі квазі- D -оптимального плану типу 

KB  [13]. Плани KB  є планами другого порядку, які побудовані на гіперкубах їk   розмір-

ності, що має рівне число дослідів у вершинах куба та центрі  1k  -мірних граней. Ці 
плани за величиною визначника інформаційної матриці та максимальної по кубу дисперсії 
передбачених значень регресійної функції порівняно мало відрізняються від D -
оптимальних планів, а по мінімальній та середній дисперсії навіть мають деяку перевагу. 

Загальне число дослідів плану KB  визначається формулою: 
 

,k2NN 1B       (11) 
 
де K

1 2N   – число дослідів ядра плану, що є повним факторним експериментом при 

варіюванні факторів на двох рівнях; k2  – число дослідів в зоряних точках (зоряне 
плече – відстань від точки до центру плану в кодованому масштабі). 

План, побудований на базі плану типу 3B  представлений в таблиці 2 (графи 2-4). У 
графах 5-7 показані натуральні значення кодованих факторів, а в графах 8-10 показані 
результати комп’ютерного експерименту, розрахункові значення та їх різниця для 
динамічних навантажень MP  в металоконструкції крану. 

Після обробки результатів комп’ютерного експерименту за методом найменших 
квадратів були розраховані коефіцієнти регресії та отримано поліном для розрахунку 
та дослідження динамічних навантажень MP  в металоконструкції крана, з частотним 
управлінням приводу переміщення крану: 

 

;Z45,0Z1,8ZZ3,2ZZ15,1Z6,0Z4,52,28P 2
3

2
2322132M   (12) 

 
Оскільки нами проводився комп’ютерний експеримент, то перевірку адекватності 

апроксимуючого полінома (12) виконували за допомогою коефіцієнтом варіації: 
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де   – число коефіцієнтів рівняння регресії; α- рівень значущості (зазвичай прийма-
ють рівнім 0,05). Рівняння регресії вважається адекватним, якщо  . В нашому 

випадку величина коефіцієнту варіації   знаходиться в межах норми, а саме – мен-
ше ніж 5%. 

За аналогічною методикою були побудовані плани та проведені комп’ютерні екс-
перименти для динамічних навантажень KP , що діють на вантаж, а також для часу 

гальмування крану гt  з частотним управлінням приводу переміщення крану. В ре-
зультаті отримано відповідні поліноми: 

 

;Z15,0Z1,1ZZ2,2ZZ6,0Z5,0Z0,6Z25,15,13P 2
3

2
23221321K    (14) 

.Z26,4ZZ6,1ZZ3,0ZZ7,0Z7,0Z3,5Z8,03,6t 2
2323121321г            (15) 

 
Отримані рівняння регресії (13 – 15) можуть використовуватися для розрахунку  

MP , KP  і гt  при будь-яких значеннях факторів ГЧВ V,h,T  в дослідженій області їх ви-
значення. При цьому точність розрахунку динамічних навантажень майже така сама, 
як і при розв’язанні системи диференціальних рівнянь. Крім того, рівняння регресії 
дозволяють досліджувати вплив кожного фактору та їх взаємодії на величину макси-
мальних динамічних навантажень. 

 
Таблиця 2. Горизонтальні динамічні навантаження РM в металоконструкції  
мостового крана в/п 20/5 т при гальмуванні з частотним управлінням 

 

№ 
досл. 1Z  2Z  3Z  ВТ , 

с 
Чh , 

Гц 
ГV , 

м/с 
РM, 
кН 

MP€ , 

кН 

ΔРM, 
кН 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
1 1 1 1 0,225 2,5 1,0 -37,4 -38,1 0,7 
2 1 1 -1 0,225 2,5 0,2 -43,8 -43,9 0,1 
3 1 -1 1 0,225 0,5 1,0 -33,2 -34,2 1,0 
4 1 -1 -1 0,225 0,5 0,2 -30,1 -30,8 0,7 
5 -1 1 1 0,175 2,5 1,0 -40,0 -40,4 0,4 
6 -1 1 -1 0,175 2,5 0,2 -46,8 -46,2 -0,6 
7 -1 -1 1 0,175 0,5 1,0 -31,2 -31,9 0,7 
8 -1 -1 -1 0,175 0,5 0,2 -28,6 -28,6 0,0 
9 0 0 0 0,20 1,5 0,6 -27,6 -28,2 0,6 

10 1 0 0 0,225 1,5 0,6 -29,5 -28,2 -1,3 
11 -1 0 0 0,175 1,5 0,6 -28,5 -28,2 -0,3 
12 0 1 0 0,20 2,5 0,6 -42,6 -41,7 -0,9 
13 0 -1 0 0,20 0,5 0,6 -32,0 -30,9 -1,1 
14 0 0 1 0,20 1,5 1,0 -27,6 -28,1 0,5 
15 0 0 -1 0,20 1,5 0,2 -27,6 -29,3 1,7 
16 0,5 0 0 0,213 1,5 0,6 -27,8 -28,2 0,4 
17 -0,5 0 0 0,188 1,5 0,6 -28,2 -28,2 0,0 
18 0 0,5 0 0,20 2,0 0,6 -35,5 -32,9 -2,6 
19 0 -0,5 0 0,20 1,0 0,6 -30,8 -27,5 -3,3 
20 0 0 0,5 0,20 1,5 0,8 -27,6 -28,0 0,4 
21 0 0 -0,5 0,20 1,5 0,4 -27,6 -28,6 1,0 
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На рис. 8 – 9 наведено графіки перехідних процесів при гальмуванні мостового 
крана в/п 20/5 т при частотному управлінні, а на рис. 10-11 – графіки залежностей ди-
намічних навантажень в металоконструкції крана РM і горизонтальних динамічних 
навантажень РК від зміни кроку частоти частотного перетворювача hЧ.  

 

 
 

Рис. 8. Графіки процесу гальмування мостового крану в/п 20/5 т при частотному 
управлінні (Дослід №1: ТВ = 0,225 с, hЧ = 2,5 Гц, VГ = 1,0 м/с) 

 
 

 
 

Рис. 9. Графіки процесу гальмування мостового крану в/п 20/5 т при частотному 
управлінні (Дослід №19: ТВ = 0,2 с, hЧ = 1,0 Гц, VГ = 0,6 м/с) 

 
 

Для практичних розрахунків динамічних навантажень цікаві графіки ліній рівних 
відгуків (рис. 12) параметрів РM і РK, які апроксимуються рівняннями регресії (12), (14) 
залежно від часу роботи частотного перетворювача  1z  і кроку зміни частоти  2z  при 

фіксованому значенні 3z , наприклад  0z3  . Необхідно підкреслити, що розрахову-
вати максимальні динамічні навантаження за допомогою формул (12), (14) та ліній 
рівних відгуків (на рис. 12) можна тільки для розглянутого мостового крану в дослі-
дженій області визначення факторів. 
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Рис. 10. Залежність динамічних навантаженьв металоконструкціїкрана РM  
від зміни кроку частоти частотного перетворювача hЧ 

 
 

 
 

Рис. 11. Залежність горизонтальних динамічних навантажень РК,  
що діють на вантаж, від зміни кроку частоти перетворювача hЧ 

 
 

Аналіз результатів досліджень дозволяє зробити наступні висновки: 
- динамічні навантаження в металоконструкції крану і горизонтальні зусилля, що 

діють на вантаж, мають спільну тенденцію до зниження при зменшенні кроку зміни 
частоти і збільшенні часу роботи частотного перетворювача; 

- зі збільшенням кроку зміни частоти Чh  від 0,5 до 2,5 Гц динамічні навантаження 

на металоконструкцію MP  зростають приблизно на 60%, а горизонтальні динамічні 

навантаження, які діють на вантаж KP  – від 42 до 70%; 
- час гальмування крану збільшується при зростанні часу роботи частотного перет-

ворювача. Крок зміни частоти дуже суттєво впливає на час гальмування крану: збіль-
шення кроку зміни частоти від 0,5 до 2,5 Гц призводить до зменшення часу гальму-
вання крана в три рази. 
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THE MATHEMATICAL MODELS AND SOFTWARE FOR RESEARCH  
OF TRANSITIONAL PROCESSES OF LOAD-LIFTING CRANES WITH 

FREQUENCY CONTROL OF THE MOVEMENT MECHANISM 
 
 
Mathematical models of a bridge crane with frequency control of an electric drive of 

movement, based on a three-mass and four-mass design schemes are described in the arti-
cle. The developed software for realization of the specified mathematical models is pre-
sented. It allows to integrate differential equations describing the motion of multi-mass 
dynamic crane models using the Runge-Kutta numerical method and to calculate the dis-
placements, speeds and accelerations of all the reduced masses, the dynamic loads on the 
drive and the crane’s metal structures, as well as the dynamic loads on cargo at each step 
of the specified time interval. The maximum values of these loads at each stage of the 
transient process and the time of their occurrence are determining. The results of calcula-
tions are displayed on the screen in the form of a table and graphs of the transient pro-
cesses of the bridge crane (including frequency controlled crane). 

The analysis of changes in kinematic and dynamic parameters during braking of a 
bridge crane of the carrying capacity of 20/5 tons with frequency control of the drive of 
movement is performed using the developed computer program and theory of experiment 
planning. Polynomial dependencies of dynamic loads on the crane’s metal structure and 
the dynamic loads on cargo, as well as the crane braking time from the frequency control 
parameters, are constructed. The graphs of equal response of the dynamic loads acting on 
the crane metal structure and the dynamic loads acting on the cargo when braking the 
frequency-controlled overhead crane are given for practical applications. 

Keywords: overhead crane, mathematical model, transients, frequency regulation, dy-
namic loads 
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